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书院课程第五讲

1．已知 ABC 满足 0BC CA 
 

.给出下列四个结论：

① ABC 为锐角三角形；②sin cosA B ；③ 2 2 2
AB CB CA 
  

；④ cos cos sin sinA B A B .

其中所有正确结论的序号是 .

2． ABC 中，a，b，c分别是内角 A、B、C的对边，已知 60A  ， 6a  ，现有以下判断：

①若 3b  ，则 B有两解；②b＋c不可能等于 12；

③若 12AB AC 
 

，则 ABC 的面积为6 3；④  AB AC BC 
  

的最大值为 24 3．

请将所有正确的判断序号写在横线上 ．

3．在 ABC 中，角 , ,A B C所对的边分别为 , ,a b c，已知 3,sin sin 2a B A  ．

①
cos
b
A
的值为 ；

② 若 a c ，则b的取值范围是 ．

4．在 ABC 中，角 , ,A B C的对边分别为 , ,a b c， 4c  ， 4 2 sina A ，且C为锐角，则 ABC

面积的最大值为 .
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5．若 ABC 的面积为 2 2 23 ( )
4
a c b  ,且∠C为钝角，则∠B= ；

c
a
的取值范围

是 .

6．对于三角形 ABC形状的判断，以下说法正确的有：

①若
cos
cos

a B
b A
 ，则 ABC 为等腰三角形；

②若 AB BC BC CA CA AB    
     

，则 ABC 为等边三角形．

③ sin cosA B ，则 ABC 为直角三角形．

④若 ABC 平面内有一点O满足： 0OA OB OC  
  
，且 OA OB OC 

  
，则 ABC 为等边

三角形

⑤若 2 2 2sin sin cos 1A B C   ，则 ABC 为钝角三角形．

7．阿基米德螺线广泛存在于自然界中，具有重要作用．如图，在平面直角坐标系 xOy中，

螺线与坐标轴依次交于点  1 1,0A  ，  2 0, 2A  ，  3 3,0A ，  4 0, 4A ，  5 5,0A  ，  6 0, 6A  ，

 7 7,0A ，  8 0,8A ，并按这样的规律继续下去．给出下列四个结论：

①对于任意正整数 n， 4 4n nA A   ；

②存在正整数 n， 1n nA A  为整数﹔

③存在正整数 n，三角形 1 2n n nA A A  的面积为 2023；

④对于任意正整数 n，三角形 1 2n n nA A A  为锐角三角形．

其中所有正确结论的序号是 ．
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参考答案：

1．②③④

【分析】根据平面向量数量积的定义，结合余弦定理、两角和的余弦公式、正弦型函数的单

调性逐一判断即可.

【详解】由
π0 0 cos 0 cos 0 ( , π)
2

BC CA CB CA CB CA C C C            
     

，

所以 ABC 是钝角三角形，因此①不正确；

因为
π( , π)
2

C ，所以
π π
2 2

A B A B     ，

因为 ,A B都是锐角，所以可得
πsin sin cos
2

A B B    
 

，因此②正确；

由
2 2 2 2 2 22 2 2cos 0 0
2

a b cC a b c BC AC AB
ab

 
        

  
，

因此③正确；

由    cos 0 cos π 0 cos 0 cos cos sin sin 0C A B A B A B A B          

cos cos sin sinA B A B  ，因此④正确，

故答案为：②③④

【点睛】关键点睛：根据平面向量数量积的定义判断角C是钝角是解题的关键.

2．③④

【分析】利用正弦定理解三角形判断解的方法判断①；利用余弦定理计算b c 判断②；利

用数量积求出bc，再求出面积判断③；利用向量数量积的运算律结合正弦定理及三角变换

求解判断④作答.

【详解】对于①，在 ABC 中， 3 6b a   ，则 60B A  ，角 B为锐角，只有一解，①

不正确；

对于②，由余弦定理得：
2 2 2 2 2 236 2 cos ( ) 3 ( ) 3( )

2
b ca b c bc A b c bc b c 

         

21 ( )
4
b c  ，

当且仅当b c 时取“=”， 12b c  ，因此，当b c 时，b c 取最大值 12，②不正确；

对于③，
112 cos
2

AB AC bc A bc   
 

，解得 24bc  ，
1 sin 6 3
2ABCS bc A V ，③正确；

对于④，由正弦定理得 4 3
sin sin sin
b c a
B C A
   ， 4 3sin , 4 3sinb B c C  ，

2π
3

C B  ，

2 2 2 2 2 2) ) ) 48(sin sin( )( (AB AC BC AB AC AC AB AC AB b c B C           
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1 cos 2 1 cos 2 4 π 3 348 24 cos 2 cos 2 24 sin 2 cos 2
2 2 3 2 2

B C B B B B
                          

π24 3 sin 2
3

B    
 

，而
2π0
3

B  ，即
π 5π0 2
3 3

B   ，当
π 3π2
3 2

B   ，即
7π
12

B  时，

πsin 2 1
3

B    
 

，

所以  AB AC BC 
  

的最大值为 24 3，④正确.

故答案为：③④

【点睛】思路点睛：涉及三角形中的最值问题，主要方法有两类，一是找到边之间的关系，

利用基本不等式求最值，二是利用正弦定理，转化为关于某个角的函数，利用函数思想求最

值..

3． 6. (3,3 2) .

【分析】①由正弦定理可得；②由 b＝6cosA及余弦定理可得
2

2 27 3 9 3
3

cb c
c


  


结合 c的

范围得 b的不等式求解即可

【详解】①由 sin sin 2B A ，得： sin 2sin cosB A A ，

由正弦定理得： 2 cosb a A ，即
cos
b
A
＝2a=6；

②由余弦定理，得： 2 2 2 2 cosa b c bc A  

由①得： cos
6
bA  ，

所以，
2

2 2 23
3
b cb c   ，

所以， 2 227 (3 ) 3c b c   ，

即：
2

2 27 3 9 3
3

cb c
c


  


，

因为 a c ，所以，0＜c＜3，

9 9 3 18c  

所以， 29 18b  ，即 3＜b＜3 2，

故答案为 6； (3,3 2) .

【点睛】本题考查了正弦定理、余弦定理，利用余弦定理得 b 与 c 的不等关系是关键，考查

了推理能力与计算能力，属于中档题．

4． 4 4 2
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【分析】由 4c  ， 4 2sina A ，利用正弦定理求得
4

C 
 .，再由余弦定理可得

2 216 2a b ab   ，利用基本不等式可得  16 8 2 2
2 2

ab   


，从而利用三角形面积公

式可得结果.

【详解】因为 4c  ，又 4 2
sin sin
c a
C A
  ，

所以
2sin
2

C  ，又C为锐角，可得
4

C 
 .

因为  2 2 2 216 2 cos 2 2 2a b ab C a b ab ab        ，

所以  16 8 2 2
2 2

ab   


，

当且仅当  8 2 2a b   时等号成立，

即
1 2sin 4 4 2
2 4ABCS ab C ab     ，

即当  8 2 2a b   时， ABC 面积的最大值为 4 4 2 . 故答案为 4 4 2 .

【点睛】本题主要考查余弦定理、正弦定理以及基本不等式的应用，属于简单题. 对余弦定

理一定要熟记两种形式：（1） 2 2 2 2 cosa b c bc A   ；（2）
2 2 2

cos
2

b c aA
bc

 
 ，同时还要熟

练掌握运用两种形式的条件.另外，在解与三角形、三角函数有关的问题时，还需要记住

30 ,45 ,60o o o等特殊角的三角函数值，以便在解题中直接应用.

5． 60 (2, )

【分析】根据题干结合三角形面积公式及余弦定理可得 tan 3B  ，可求得
3

B 
  ；再利用

 sin sinC A B  ，将问题转化为求函数  f A 的取值范围问题.

【详解】  2 2 23 1 sin
4 2ABCS a c b ac B     ，

2 2 2 sin
2 3

a c b B
ac

 
  ，即

sincos
3
BB  ，

sin 3,
cos 3
B B
B


    ，

则
2 3 1sin cos sin

sin 3 1 13 2 2
sin sin sin 2 tan 2

A A A
c C
a A A A A

          
        

，

C 为钝角， , 0
3 6

B A 
      ，
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 3 1tan 0, , 3,
3 tan

A
A

 
     

 
，故  2,c

a
  .

故答案为
3

，  2,  .

【点睛】此题考查解三角形的综合应用，能够根据题干给出的信息选用合适的余弦定理公式

是解题的第一个关键；根据三角形内角 A B C    的隐含条件，结合诱导公式及正弦定理，

将问题转化为求解含 A 的表达式的最值问题是解题的第二个关键.

6．②④⑤

【分析】根据正弦定理边化角，可推得 A B 或
π
2

A B  ，判断①；根据向量数量积的运算

律可判断②；举反例可判断③；根据向量数量积的运算律结合向量的模可判断④；利用正弦

定理角化边结合余弦定理可判断⑤.

【详解】对于①，
cos
cos

a B
b A
 ，则

sin cos , sin cos sin cos
sin cos

A B A A B B
B A
   ,

即sin 2 sin 2A B ，由于 , (0,π)A B ，则 2 , 2 (0, 2π)A B ，

则 2 2A B 或 2 2 πA B  ，即 A B 或
π
2

A B  ，

故 ABC 为等腰三角形或直角三角形，①错误；

对于②，由 AB BC BC CA  
   

可得 ( ) 0AB AC BC  
  

，

即 ( ) ( ) 0AB AC AC AB   
   

，故
2 2

0, | | | |AC AB AC AB   
   

，

同理由BC CA CA AB
   

   可得 | | | |BC AB
 

,

故 ABC 为等边三角形，②正确．

对于③，不妨取
2π π,
3 6

A B C   ,满足 sin cosA B ，但 ABC 不是直角三角形．③错误；

对于④，因为 0OA OB OC  
  
，故 2 2| | | |OA OB OC  

  
，

即 2 2 2| | | | 2 | |OA OB OA OB OC   
    

，

又 | | | | |OA OB OC 
  

，所以 2| | 2 | | | | cos 0OA OA OB AOB    
  

，

故
1cos
2

AOB   ，由于 ][0, πAOB  ，故
2π
3

AOB  ，

同理可得
2π
3

AOC BOC  ，结合 | | ||| |OA OB OC
  

，

故 AOB ≌ AOC ≌ COB△ ,可得 | | | | | |AB AC BC 
  

，



答案第 5页，共 5页

故 ABC 为等边三角形，④正确；

对于⑤，由 2 2 2sin sin cos 1A B C   得 2 2 2 2sin sin 1 cos sinA B C C    ，

即 2 2 2a b c  ，即
2 2 2

cos 0
2

a b cC
ab

 
  ，

由于 (0, π)C ，故C为钝角，故 ABC 为钝角三角形，⑤正确，

故答案为：②④⑤

【点睛】方法点睛：判断三角形形状问题可以利用正余弦定理，根据角的范围进行判断，注

意正余弦定理边角互化的应用，也可以利用向量的线性运算或者数量积的运算进行判断.

7．①②④

【分析】根据规律判断①，利用特殊值判断②，由 1 2 1 1 2n n n n n n nA A A OA A OA AS S S
    

 △ △ △ 判断③；利

用余弦定理证明从而判断④.

【详解】依题意可得对于任意正整数 n，  4 4 4n nA A n n     ，故①正确；

当 3n  时， 2
3

2
4 3 4 5 ZA A     ，故②正确；

1 2 1 1 2 1 1 2
1 1
2 2n n n n n n nA A A OA A OA A n n n nS S S OA OA OA OA

            △ △ △

21 ( 1) ( 1)( 2)1 ( 1)
2 2
n n n n n        ，因为 2( 1)n  不可能等于2023，故③错误；

2 2 2
1 ( 1) 2 2 1n nA A n n n n       ，

2 2 2
1 2 ( 1) ( 2) 2 6 5n nA A n n n n         ，

2
2 2 2 2 4 8 4n nA A n n n n n         ，

因为 1 1 2 2n n n n n nA A A A A A     ，所以在三角形 2 1n n nA A A  中， 2 1n n nA A A  为最大角，

 2 2 2

2 1 2 2

2 2 1 2 6 5 4 8 4
cos

2 2 2 1 2 6 5
n n n

n n n n n n
A A A

n n n n
 

       
 

    

2 2

2 0
2 2 2 1 2 6 5n n n n

 
    

，

则 2 1n n nA A A  为锐角，即三角形 1 2n n nA A A  为锐角三角形，故④正确；

故答案为：①②④

【点睛】关键点点睛：本题解题的关键在于根据阿基米德螺线的规律，结合两点间的距离公

式，面积公式，余弦定理等探究求解即可.


